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경희대학교 24 수시 자연계
(문제) 제시문을 읽고 다음 질문에 답하시오.

 [가] 두 직선     ,  ′     ′  ′에 대하여 과  ′이 서로 수직이면 ′  이다.

  거꾸로 ′  이면 과  ′이 서로 수직이다.

 [나] 첫째항이  (≠ )이고 공비가 인 등비급수 
  

∞

  은   일 때, 수렴하고 그 합은 


이다.

[논제Ⅰ] 좌표평면 위의 원점 O 과 두 점 P  , Q  에 대하여 다음 물음에 답하시오.

(1) 선분 PQ의 수직이등분선이 쌍곡선     와 접한다고 한다. 이때 의 값을 구하고, 그 근거를 논술하시오. (12점)

(2) 두 점 P, Q에 대하여 직각삼각형 OPQ을 만든다. 선분 PQ의 수직이등분선이 축, 축과 만나는 두 점을 각각 P, Q라 하고 

직각삼각형 OPQ를 만든다. 선분 PQ의 수직이등분선이 축, 축과 만나는 두 점을 각각 P, Q라 하고 직각삼각형 OPQ를 만든다. 선분 

PQ의 수직이등분선이 축, 축과 만나는 두 점을 각각 P , Q라 하고 직각삼각형 OPQ를 만든다. 이와 같은 과정을 계속하여 직각삼각형 

OPQ , OPQ, OPQ , ⋯을 만든다. 이때, 빗변의 중점이 제사분면에 있는 직각삼각형의 넓이의 합을 , 빗변의 중점이 제사분면에 있는 

직각삼각형의 넓이의 합을 , 빗변의 중점이 제사분면에 있는 직각삼각형의 넓이의 합을 , 빗변의 중점이 제사분면에 있는 직각삼각형의 

넓이의 합을 라 하자. 다음 명제의 참, 거짓을 판별하고 그 근거를 논술하시오. (18점)

      명제 : 은   보다 크다.
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  [다] 서로 다른 개에서  (  ≤ )개를 택하는 조합의 수는

           Cr 

P
 



  [라] 서로 다른 개에서 개를 택하는 중복조합의 수는 

            H     C

[논제Ⅱ] 동전 한 개를 반복하여 번 던졌을 때, 앞면이 번, 뒷면이 번 나왔다고 한다. 다음 물음에 답하시오.

(1) 뒷면이 연속해서 나오지 않는 경우의 수를 구하고, 그 근거를 논술하시오. (12점)

(2) 앞면은 항상 두 번 이상 연속해서 나오고 뒷면은 연속해서 나오지 않는 경우의 수를 구하고, 그 근거를 논술하시오. (21점)
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  [마] 좌표공간의 두 점 A   , B   에 대하여 선분 AB를    ( ,  )으로 내분하는 점 P의 좌표는



 


 


  

  [바] 평면   위의 도형의 넓이를 , 이 도형의 평면   위로의 정사영의 넓이를  ′이라고 할 때, 두 평면 , 가 이루는 각의 크기를   

( ≤  ≤ )라고 하면

 ′  cos 

[논제Ⅲ] 구           위에 두 점 A  , P  가 있다. 평면 위의 점 Q에 대하여 점 P가 선분 AQ를   로 내분할 

때, 다음 물음에 답하시오. (단, , 는 양수이다.)

(1) 점 P와 점 Q의 좌표를 구하고, 그 근거를 논술하시오. (10점)

(2) 점 A와 점 P가 아닌 구 위의 점 R에 대하여 삼각형 ARQ의 평면 위로의 정사영을  라 하고 삼각형 ARQ와 평면이 이루는 각의 

크기를 라 하자.  의 넓이가 최대가 될 때, 삼각형 ARQ의 세 변의 길이와 cos의 값을 구하고, 그 근거를 논술하시오. (27점)
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(논제 해결)

1. 출제 의도

[논제Ⅰ]에서는 고등학교 교육과정의 직선의 방정식, 이차곡선, 등비급수 등을 종합적으로 잘 이해하고 응용할 수 있는지를 파악할 수 있는 논제를 

출제하였다. 주어진 조건으로부터 수학적으로 추론하고 단순한 공식의 적용보다는 주어진 상황을 수학적으로 표현하여 문제 해결을 위한 논리적인 

방향을 제시하고 합리적으로 해결할 수 있는 능력을 갖추고 있는지를 평가하고자 하였다.

[논제Ⅱ]에서는 고등학교 수학 교육과정 수학 및 확률과 통계 영역에서 경우의 수, 순열, 조합, 중복조합 등의 중요한 개념을 잘 이해하여 

종합적으로 문제에 적용할 수 있는지를    평가할 수 있는 논제를 출제하였다. 주어진 상황에서 수학의 이론과 개념을 활용하여 문제 해결 방법을 

수립하고 최적의 해결 전략을 고려할 수 있는지를 평가하고자 하였다. 또한, 주어진 조건으로부터 수학적으로 추론하고 단순한 공식의 적용보다는 

주어진 상황을 수학적으로 표현하여 문제해결을 위한 논리적인 방향을 제시하고 합리적으로 해결할 수 있는 능력을 갖추고 있는지를 평가하고자 

하였다.

[논제Ⅲ]에서는 고등학교 교육과정의 공간도형과 공간좌표의 성질들을 이해하고 응용할 수 있는 논제를 출제하였다. 단순히 공식을 암기하여 

해결하는 것이 아닌, 공간상의 상황을 파악하고 이를 기본적인 개념들을 이용하여 문제를 해결하는 능력을 갖추고 있는지를 평가하고자 하였다.

2. 문항 해설

[논제Ⅰ]에서는 이차곡선의 접선, 등비급수 등을 이용하여 제시된 문제를 해결할 수 있는 능력을 평가하고자 하였다. 주어진 직선과 곡선이 언제 

서로 접하게 되는지 추론하도록 하고, 등비급수를 활용하여 주어진 문제를 해결하도록 하였다.

[논제Ⅱ]에서는 경우의 수, 순열, 조합, 중복조합 등의 개념을 이해하고 주어진 상황에서의 확률을 계산할 수 있는지를 평가하고자 하였다.

[논제Ⅲ]에서는 고등학교 기하 교육과정 중 구의 방정식, 공간좌표에서의 내분점, 공간도형의 정사영 등 기본 개념을 잘 이해하고 이를 응용할 수 

있는 능력을 평가하고자 하였다.

3. 모범 답안

(논제Ⅰ) 

(1)

선분 PQ의 수직이등분선을 이라 하자. 선분 PQ의 중점의 좌표는  이고 직선 PQ의 기울기가   이므로 의 기울기는 이다. 

따라서 직선 의 방정식은    이다. 한편 쌍곡선     와 직선 이 접하려면 이차방정식      , 즉 

      의 판별식이 이어야 한다. 

따라서 


   ×   이므로   이다.

(2)

P과 Q을 지나는 직선을 이라 하자. 직선 는 (1)에서 구한 직선 이고 축과 P  , 축과 Q   에서 만난다. 직선 는 선분 

PQ의 수직이등분선이므로 점 

  을 지나고 기울기는  

 이다. 따라서 직선 의 방정식은    


 

 이고 축과 P 

 , 

축과 Q  

 에서 만난다.

이제 직각삼각형 OPQ의 넓이를 이라 하면   ,   ,   

 이다. 직각삼각형 OPQ들은 모두 서로 닮음이고, 연속하여 

만들어지는 직각삼각형의 닮음비는 
 이므로 넓이의 비는 

 


 

 이다. 따라서 는 
 이다. 은 첫째항이   이고 공비가 

 


인 

등비급수의 합이다. 마찬가지로 는 첫째항이   이고 공비가 
 



인 등비급수의 합, 은 첫째항이   

 이고 공비가 
 



인 

등비급수의 합, 은 첫째항이  

 이고 공비가 
 



인 등비급수의 합이다. 따라서 과   의 대소관계를 비교하기 위해, 

과   의 대소관계를 비교하면,

      





   

따라서     이고 주어진 명제는 거짓이다.



해병수학 수리논술 가볍지만 넓은 개념의 필요성

내년의 나는 어디에 있을 것이냐 | 5 | 해병수학 원장수업 4월 2주차 

(논제Ⅱ) 

(1)

앞면을 H , 뒷면을 T라고 하자. 아래와 같이 앞면이 나온 동전 개를 먼저 배열하고 첫 번째 H의 앞, 이웃한 두 H의 사이, 번째 H의 뒤에 

개의 O표시를 하자.

O   H   O   H   ⋯   O   H   O

뒷면이 연속해서 나오지 않으려면 T는 O자리에 하나씩만 나올 수 있으므로 뒷면이 연속해서 나오지 않는 경우의 수는 C  이다.

(2)

첫 번째 뒷면이 나오기 전에 나온 앞면의 수를 , 첫 번째 뒷면과 두 번째 뒷면 사이에 나온 앞면의 수를  , 두 번째 뒷면과 세 번째 뒷면 

사이에 나온 앞면의 수를  , 세 번째 뒷면 후에 나온 앞면의 수를 라 하면      이고,

 T  T  T 

앞면이 항상 연속해서 두 번 이상 나오면서 뒷면이 연속해서 나오지 않으려면

 ≥ ,  ≥ 이어야 하고,   , 에 대하여  ≠이면  ≥ 이어야 한다. 따라서 다음 네 가지 경우가 가능하다.

(ⅰ)   ,  , ,  ≥ 

(ⅱ)   , , ,  ≥ 

(ⅲ)     , ,  ≥ 

(ⅳ) , , ,  ≥ 

(ⅰ)   ,  , ,  ≥ 인 경우

    ,    ,    라고 하면      을 만족하는 음이 아닌 정수해의 개수를 구하면 된다. 따라서 

H  C  이다.

(ⅱ)   , , ,  ≥ 인 경우 

(ⅰ)과 같은 방법으로 구하면 이다.

(ⅲ)     , ,  ≥ 인 경우 

    ,    라고 하면     을 만족하는 음이 아닌 정수 해의 개수를 구하면 된다. 따라서 H  C  이다.

(ⅳ) , , ,  ≥ 인 경우 

    ,    ,    ,    라고 하면        을 만족하는 음이 아닌 정수해의 개수를 구하면 된다. 따라서 

H  C  이다.

(ⅰ)~(ⅳ)에 의하여 앞면은 두 번 이상 연속해서 나오고 뒷면은 연속해서 나오지 않는 경우의 수는 

       

이다.

(논제Ⅲ)

(1)

점 Q의 좌표를   이라 두면 점 P는 선분 AQ를   로 내분하는 점이므로

  P

×  ×


× ×


××  


 


 

 
점 P의 좌표는   이므로,     이고   


이다. 한편 점 P는 구 위의 점이므로       이고 이를 풀면,  

 , 

     가 된다. 

따라서 점 P의 좌표와 점 Q의 좌표는 각각 





 

 ,     이다.
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(2)

아래 그림과 같이 구 위의 점 R에서 평면에 내린 수선의 발을 R′이라 하면

                       

삼각형 ARQ의 평면 위로의 정사영  는 삼각형 OR′Q이다. 이때,  의 넓이가 최대가 되려면 점 R′은 원       위에 있는 점들 중 선분 

OR′이 선분 OQ와 수직인 점이며, 점 R의 좌표는 이어야 한다. (그림에서와는 달리 반대편에도 R이 위치 할 수 있다.) 

또한 R′Q  이 된다. 점 R에서 축에 내린 수선의 발을 C라 하면,

  AQ AO

OQ


  , AR AC


OR


  , RQ RR′ R′Q

   

이때 AQ

AR


RQ

이므로 삼각형 ARQ는 직각삼각형이고, 넓이는 
 AR×RQ 이다.

한편 삼각형 ARQ의 평면 위로의 정사영의 넓이는 삼각형 OR′Q의 넓이 
 OQ×OR′ 이다. 따라서 cos  ∆ARQ

∆OR′Q
 

 이다.


