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홍익대학교 24 수시
(문제1) 다음 제시문을 읽고 물음에 답하여라. (20점)

 중심이 원점 O이고, 장축 길이가 , 단축의 길이가 인 타원 모양의 경계를 갖는 꽃밭이 있다. 아래 그림과 같이 타원 위의

 네 개의 점 A  , B   , C    , D   를 선택하여 이에 외접하는 사각형 모양의 둘레길을 만들려고 한다.

 사각형 내부에서 타원 내부를 제외한 나머지 부분을 자투리 공간(아래 그림의 빗금 친 부분)이라 한다.

 자투리 공간의 넓이가 최소가 되도록 둘레길을 만들려고 한다.

(가)      이며, 둘레길의 폭은 무시한다. 사각형의 네 꼭짓점은 F F ′  G G ′이다.

(나) 꽃밭의 경계를 나타내는 타원의 방정식은 


  이다. 꽃밭의 넓이는 이며, 꽃밭의 경계의 폭은 무시한다.

(다) 임의의 실수      에 대하여 ≤
 이며 등호는   일 때 성립한다.

            

() 방정식 


   에서 
 를 구하시오. 

() 점 A  에서의 타원의 접선의 방정식을    이라고 하자. 문항 ()의 결과를 이용하여, 를 과 에 대한 식으로 나타내고, 를 

에 대한 식으로 나타내시오. 

또한, 이 접선의 절편을 에 대한 식으로 나타내시오.

() 자투리 공간의 넓이가 최솟값을 가질 때 과 을 구하고, 이때 자투리 공간의 넓이를 구하시오.

() 문항 ()과 같이 자투리 공간의 넓이가 최솟값을 가지도록 둘레길을 설치하였다. 이후 점 F와 F ′을 초점으로 가지고 점 G와 G ′을 지나는 

타원 모양의 울타리를 설치하려고 한다. 이 울타리를 나타내는 타원의 방정식을 구하시오. (단, 울타리의 폭은 무시한다.)
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(문제2) 다음 제시문을 읽고 물음에 답하여라. (20점)

 홍익이는 아빠, 엄마와 함께 다음의 방식으로 주사위 놀이를 한다. 주사위는 정육면체이며, 주사위를 던졌을 때 각 면이 나올

 확률은 모두 같다. 세 사람은 각자의 주사위를 가지고 있으며, 주사위의 각 면에는 서로 다른 자연수가 쓰여 있다.

 주사위 놀이에서는 두 사람이 자신의 주사위를 동시에 한 번 던져 더 큰 수가 나온 사람이 승리한다. 홍익이, 아빠, 엄마의

 주사위에 있는 총 개의 면에는 모두 다른 자연수가 쓰여 있어 이 놀이에서 무승부는 나오지 않는다.

 홍익이와 아빠의 주사위에 쓰인 숫자는 각각 다음과 같다.

  홍익이의 주사위:      

  아빠의 주사위:      

       

() 홍익이의 주사위를 한 번 던져 나오는 수를 확률변수  , 아빠의 주사위를 한 번 던져 

   나오는 수를 확률변수  라 하자.  와  의 기댓값 E 와 E 를 구하시오.

() 홍익이와 아빠가 주사위 놀이를 한다면 둘 중 누가 더 유리한지 설명하시오.

() 홍익이와 아빠는 매일 한 번씩 총 일간 주사위 놀이를 하였다. 홍익이가 승리한 날이 총 일 이상이 될 확률을 아래의 

표준정규분포표를 사용하여 구하시오.

 P ≤  ≤ 

 

 

 

 

() 엄마의 주사위는 각 면의 자연수를 엄마가 임의로 선택하여 만들 수 있다. 단, 제시문의 설명과 같이, 홍익이, 아빠, 엄마의 주사위에 있는 총 

개의 면에는 모두 다른 자연수가 쓰여야 한다. 엄마는 이 주사위를 홍익이와 주사위 놀이를 할 때 사용하고, 같은 주사위를 아빠와 주사위 

놀이를 할 때도 사용한다. 엄마가 홍익이와 주사위 놀이를 하여 엄마가 승리할 확률을 이라 하고, 엄마가 아빠와 주사위 놀이를 하여 엄마가 

승리할 확률을 라 하자. 엄마가   가 최대가 되도록 주사위 각 면의 자연수를 선택한다고 할 때,   의 최댓값은 무엇인지 설명하시오.
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(문제3) 다음 제시문을 읽고 물음에 답하여라. (20점)

홍익이는 <그림>과 같이 반지름이  이고 두께가 없는 구 모양의 특수 풍선을 제작하여 풍선 속에 물을 가득 담았다. 물풍선은 비어있는 원뿔 

모양의 그릇(이하 원뿔그릇) 안에 놓이고, 원뿔 그릇 옆면에 접한다. 이때 물풍선의 중심과 원뿔 그릇 꼭짓점 사이의 거리는  이다. 물풍선 

밑에는 작은 구멍이 있어서 풍선이 수축하며 이 구멍으로 물이 빠져나간다. 초 후 빠져나간 물의 부피는   


 이다. 빠져나간 물은 

<그림>와 같이 원뿔 그릇의 아래부터 즉시 채워지며, 물이 떨어지는 데 걸리는 시간은 무시한다. 물이 빠져나간 만큼 부피가 줄어드는 물풍선은 

항상 구 모양을 유지하며 원뿔 그릇 옆면에 접하고, 물풍선의 반지름은 이라 한다. <그림>부터 <그림>까지에 대한 설명은 아래와 같다.

 • <그림> 시각       에, 물풍선 구멍을 통해 빠져나간 물이 원뿔 그릇에 고여 원뿔 모양을 이룬다.

   <그림> 시간이 지남에 따라 빠져나간 물이 이루는 원뿔의 밑면과 물풍선은 서로 접한다. <그림> 이후 물풍선의 일부가 빠져나간 물에  

   잠긴다. 물풍선이 빠져나간 물이 잠긴 후에도 물풍선에서 물은 계속 빠져나간다.

 • <그림> 시각 은 빠져나간 물이 원뿔 그릇과 이에 접하는 물풍선 사이의 공간을 모두 채우는 순간이다. 이때 물풍선의 반지름은 이다.

    <그림>는 시각 에서 물풍선이 빠져나간 물에 잠긴 부분을 나타낸다. 물풍선의 중심 O에서 원뿔 그릇의 꼭짓점을 지나는 선분 위의 한   

    점 P에 대하여 OP 라 하자. 

이때 점 P를 지나고 원뿔 그릇의 밑면에 평행인 평면으로 물풍선을 자른 단면의 넓이를  라 하자.

 () 시각 에서 물풍선의 반지름 을 과 에 대한 식으로 나타내시오.  ≤ ≤  

 ()  를 과 의 식으로 표현하시오.

 () 시각 에서 빠져나간 물에 잠긴 물풍선 부분의 부피를 에 대한 식으로 나타내시오.

 

 ()   일 때, 시각 를 구하시오.



해병수학 수리논술 가볍지만 넓은 개념의 필요성

내년의 나는 어디에 있을 것이냐 | 4 | 해병수학 원장수업 4월 2주차

(예시 답안)

(문제1)

() 음함수의 미분법을 이용하여 구할 수 있다.



 



  




⇒ 


 


 

⇒ 




   (단, ≠ )

()   위에서의 기울기는  

 이 된다. 이를 접선의 방정식      에 대입하면

 


    


 




  ⋯①

한편,   은 타원 위에 있는 점이므로 



 
  을 만족한다. 이를 이용하면






  



이 되어,  

 ,   


이다. 이를 이용하면 접선의 절편은 


가 된다.

(3) 해당 둘레길이 축과 만나는 점을 각각 F 과 F′  라 하고, 축과 만나는 점을 각각 G 과 G′  라 하자. (단, 

     이다.) 와 는 각각 ()에서 구한 접선의 절편과 절편이므로   


,   


임을 알 수 있다. 둘레길은 마름모 모양이며 내부의 

넓이는  

 이다. 꽃밭의 넓이는 이므로, 자투리 공간의 넓이는




 

가 된다. 한편,   은 제시된 타원 방정식 위의 점이므로 다음을 만족한다.

  







제시문 (다)를 이용하여 아래의 부등식이 성립함을 알 수 있다.

  




 
≥ 









⇒ 


≥ 


⋯②

⇒ 


  ≥  

등호는 



 
  

 일 때 성립한다. 즉, 자투리 공간의 총 넓이의 최솟값은  이고, 이때    


 

 이다.

() 문항 ()으로부터, 둘레길을 나타내는 마름모의 네 꼭짓점 좌표는 각각 

F


 , F′ 


 , G 

 , G′  
 이다. 피타고라스 정리를 활용하여 마름모의 한 변의 길이를 구하면 





 


 
 



가 되므로, 

울타리 장축의 길이는 




 


 
 



이다. 여기에 문항 ()에서 구한    


 

 를 대입하면, 울타리의 장축의 길이는  가 

된다. 한편, 단축의 길이는 

  이다. 이를 활용하여 울타리를 나타내는 타원의 방정식을 구하면








 

이 된다.



해병수학 수리논술 가볍지만 넓은 개념의 필요성

내년의 나는 어디에 있을 것이냐 | 5 | 해병수학 원장수업 4월 2주차

(문제2)

() E 

   
 , E 

   
 

(2) 홍익이와 아빠 두 사람이 동시에 주사위를 던졌을 때 홍익이가 승리할 경우의 수를 나타내는 다음의 표에서 홍익이가 승리할 확률은 
 이며, 

아빠가 승리할 확률은 
 이므로 아빠가 더 유리하다.

     

 × × ○ ○ ○ ○
 × × ○ ○ ○ ○
 × × ○ ○ ○ ○
 × × ○ ○ ○ ○
 × × × × × ×
 × × × × × ×

() 홍익이가 승리한 날의 수를 확률변수  라 하면,  는 이항분포 B 
 를 따르며, 평균 과 표준편차 는 각각  × 


 , 

 

×


× 


  이다. 

확률변수  는 근사적으로 정규분포 N  을 따르므로 구하는 확률은

  P ≤  P
 

≤   P ≤  

 P ≤  ≤    

이다.

(4) 를 홍익이의 주사위에 쓰인 자연수들의 집합이라 하고,  를 아빠의 주사위에 쓰인 자연수들의 집합이라 하자.   또는  에 속하지 않은 

자연수 에 대해 을 보다 작은 의 원소의 개수라 하고, 을 보다 작은  의 원소의 개수라 하자. 만약 를 엄마의 주사위에 쓰인 

번째 자연수라 하면, 
  



는 엄마와 홍익이의 주사위 놀이로 나오는 개의 결과 중 엄마가 승리하는 경우의 수이므로 

  

 
  



이다. 

같은 이유로   


  



이며    



  



  이 성립한다. 

다음의 표는   또는  에 속하지 않은 자연수 에 대해, 그 자연수가 속한 구간에 따른     의 값을 나타낸다.

따라서    



  



  의 값이 최대가 되는 경우는 엄마가   의 값이 인 과 사이의 세 자연수   를 모두 

선택하고,   의 값이 인     중 임의로 나머지 세 자연수를 선택하는 경우이므로,   의 최댓값은

  

× ×
 


 

 이다.
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(문제3)

() 처음 물풍선의 반지름 : 

초 후, 물풍선을 빠져나간 물의 부피 :    




물이 빠져나간 후의 물풍선의 반지름을 라 하면,

⇒  물이 빠져나가 변한 물풍선의 부피 :   


 




  ⇒     






(2)

물풍선의 반지름은 이고, OP 이므로 피타고라스의 정리를 이용하면

단면인 원의 반지름은 
   이다.

따라서 원의 넓이는    
  이다.

() 삼각형 닮음을 이용하면 가 

부터 까지의 변화에 대해 넓이 를 적분한 값이 된다.

  







   






 













                   


















 


 






이다.

() 시각 에서 물에 잠기지 않은 물풍선의 부피와 접선이 이루는 면을 밑면으로 하는 원뿔의 부피의 합은 시각 초에서 물풍선의 부피와 같아야 

한다. 각각을 다음과 같이 구한다.

(가) 시각 초에서 물풍선의 부피 : 





(나) 빠져나간 물의 부피 :  





× 


 × 


 




 




 






                              





즉, 





(다) 작아진 풍선의 부피   




 






⇒   




 





 ⇒   






따라서   


  




 ,   이므로  






  , 는 초이다.


